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Mini projet -4

OBJECTIES

Le systeme différentiel couplé a plusieurs degrés de liberté en régime force
Les différentes solutions du probléme

Les phénoménes de « Résonance et Antirésonance »

Application : Etouffeur dynamique

~wnh e

Partie A :
On considéere le modéle d’un oscillateur harmonique vertical représenté dans la

. . C . 1
figure 1 par une masse m placé dans un potentiel elastique du type E, = Ekxz.
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Figure 1 : Modéle de I’oscillateur harmonique.

= Etablir le Lagrangien
= Déterminer 1’équation différentielle du mouvement du systéme.
= Déterminer la solution générale en utilisant les conditions initiales :
Xt=0)=0 et x(t=0)=v,
Partie B :
Le systeme précedent est couplé a un autre oscillateur harmonique de masse M et de

raideur K. Figure 2.
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Figure 2 : Couplage de deux oscillateurs harmoniques.

= Etablir le Lagrangien du systeme.
= Déterminer les équations différentielles du mouvement.
= On propose les solutions générales de la forme :
X (t) = Ae' et x,(t) = Be'
Déterminer les modes propres w,, et w,,

= Donner les rapports d’amplitudes aux modes propres.

= En déduire les solutions générales.

Partie C :

On se propose maintenant d’étudier le fonctionnement de 1’étouffeur dynamique des
vibrations, modélisé par deux masses couplées M et m oscillent a I’horizontale comme
le montre la figure 3. Le systeme est soumis a une force de frottement visqueuse dont

le coefficient de frottement esta et une force extérieure sinusoidale de la forme :

F(t)=F,cosQt.
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Figure 3 : Modéle physique d’un étouffeur dynamique des vibrations

= Déterminer les équations différentielles du mouvement.
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= On propose les solutions particulieres comme suit:
X (t) = Ae'™ et x,(t)=Be'™

Déterminer les modules d’amplitudes des solutions particuliéres Wet ‘B‘en

régime permanent.
= Quelle est la condition pour avoir I’annulation du mouvement de la masse m.
Commenter les résultats.

Solutions :
Partie A
Le vecteur de position est égal a :
om=xi = V=X

L’énergie cinétique s’écrit :

L’énergie potentielle pour des petites oscillations, s’écrit sous la forme:
E,= L
2

Alors, le Lagrangien du systeme est de la forme:

L=E,—E,=tm’-Tk¢
2 2

L’équation de mouvement est de la forme :

dd)y Lo = LEom Ll
dt " ox~ ox X OX

D’ou

M +kx =0 mX+wgx=0
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La pulsation propre est égale a :

La solution de 1’équation différentielle s’écrit alors :
X(t) = Acos(aw,t + @)
En appliguant les conditions initiales :

t=0,x=0= cosp=0= (p:i%

v
t=0,X=Vy=> A=-2 awc @g=-2
0] 2

La solution finale sera exprimée comme suit :
V, .
X(t) = Acos(at + @)=  X(t) = -2sin ot
0

» Le Lagrangien du systeme :

L’énergie cinétique du systeme s’écrit :
1 . 1. ..
Ec = E mX12 (t) + E MX22 (t)
L’énergie potentielle du systeme s’exprime par rapport & 1’état d’equilibre:
1., 1 ,
E, :Ekxl +E K(x, —X,)
Le Lagrangien s’écrit alors :
1

L=E -E, =%m>‘<f(t)+%M>‘<22(t)—§kxf —%K(xl—xz)z

Dr Fouad BOUKLI HACENE Page 4



Ecole Préparatoire en Sciences et Techniques de Tlemcen-

Département de physique
Module : Physique 3
2015-2016

= Les équations différentielles du mouvement :

TTTTTT

—Kx, =0

d @by o,

dt'ox,” o, _ {mX1+(k+K)X1—KX2=0
deby_ ok MK, + KX,

dt ox,” oOx,

On propose les solutions générales :

X (t) = Ae" et x,(t) = B

en remplacant dans le systeme différentiel, on obtient un systeme linéaire

comme suit:

Fme? +(k+K)Ja-KB =0
~KA+[-M? +K[B=0

Le systeme admet des solutions non nulles si seulement si :

det =

D’ou

(Mm@ + (K +k))(-Me; +K)—K? =0

On obtient alors :

o' - (ﬁ K+k)+K_k:O
M m mM

En résolvant 1’équation ; on obtient les modes propres comme suit :

. K K+k \/(K K+k 4

“ = om T
> K K+k K K+k
TV M

les rapports d’amplitudes aux modes propres :
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' Ai K
. = 2
< B, orpmtns —Mmao;, +k+K
A, K
= = 2
2 |y, —Mmao;, +k+K

Les solutions générales s’écrivent alors :

X1 (t) = A cos( o pt + @)+ Ay cos(w,pt + @)
Xo(t) = By cos(wypt + @) + B, cos( @, t + @)

Partie ¢ :

Les nouvelles équations différentielles du mouvement :

mX, + ax, + (k + K)x, — Kx, = F, cos Qt

MX, + Kx, —Kx; =0

TTTTTT

m¥X, + (K + K)x, — Kx, = F(t) —aX,
e
MX, + Kx, — Kx; =0

En régime permanent, en remplacant la forme des solutions particuliéres dans le

systeme différentiel on obtient alors le systéme linéaire comme suit :

[-me? + (k+K)+iQa|A-KB = F,
~KA+[-Ma? +KJB=0

Les modules d’amplitudes des solutions particulieres s’écrivent alors comme

suit :

Dr Fouad BOUKLI HACENE

Page 6



Ecole Préparatoire en Sciences et Techniques de Tlemcen-

Département de physique
Module : Physique 3
2015-2016

QZ

TTTTTT

K

M

3 |0

k+K K
+ )
M

F0

[—Q‘HLQZ(

m

_Kk
M m
K

.o ,» K
}leQ(Q _W)

M

B

k+K

[—Q4+QZ(

N\

K
+7_
Vi

Kk:|+iaQ(Q2 _ﬁ)
M m m M

la masse m est immobile lorsque la pulsation de la force extérieure est égale a :

Q2=

K
Y

D’ou I’amplitude a est nulle dans ce cas. Dans ces conditions, un tel dispositif

est appelé un étouffeur dynamique de vibrations.

La figure illustre les phénomenes de résonance et antirésonance.

Résonance

v

Il =
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Q,

0

Figure 42.5 : Phénoméne de résonnance et antirésonance
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