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Chapitre 03 : Suites et Séries de
fonctions

I. Suites de fonctions:
Soient K I'un des corps R ouC et I une partie non vide de K. Une suite de fonctions (f;,) ey de [
dans K est une application n ~ f,, de N dans I'ensemble des fonctions de I dans K.

1. Convergence simple d’une suite de fonctions :
Définition : Une suite de fonctions(f;,),en de I dans K converge simplement vers la fonction f si
pour toutx € I, la suite numérique (f;,(x)),en converge vers f(x).0n notef,, = f.

Si la suite (f;,)nen COnverge simplement, alors la limite est unique.

Quantification : f,, = fsi:

Ve > 0,Vx € [,3n, tel que pour toutn =n,onalf,(x) —f(x)| <€
Exemples :

++ Soit pour tout entier n,
fur [01] >R
x > x"

. . 0six€]0,1
Onalim,_ e fr(x) =lim,_ 0 x" = { Lsix =[ 1 [
Donc la suite de fonctions (f,,),en COnverge simplement vers la fonction f définie sur [0,1]

_(0six €[0,1]
par () ={ gy =1
% Vn =1, on définit :

’

In: R—-R
(142"
x e -
n
n
Vx € R, lim, 400 gn(x) =lim,, ;0 (1 + %) = e*, la suite de fonctions (g, )nen CONverge

simplement vers la fonction g définie sur R parg(x) = e”.
% Vn =1, soit

hy,: R->R
sin (nx)
H —
n
. . sin (nx) . .
Vx € R lim;, 40 by (%) = limy 4 0 = 0, la suite de fonctions (h,,),en COnverge

simplement vers la fonction h = 0 identiquement nulle.
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Fonctions fi, f2, fip et la limite f.

Remarques :

» Dans I'exemple 1, toutes les fonctions f,, sont continues sur [0,1] mais la fonction f ne I'est
pas.
= Dans 'exemple 3, toutes les fonctions h,, sont continument dérivables sur R, mais la suite
(hy)n n’a pas de limite car hy, (x) = cos(nx).
» Sion considére la suite de fonctions (f;,),, telle que pour tout entiern, ona:
fa: [0,1] » R
x - n?x"(1—x)
On vérifie aisément que (f;,), converge simplement vers la fonction nulle sur [0,1], dont

I'intégrale sur ce segment vaut 0, pourtant

2 Tl2

_.__—) =1 #:L;lhnn_Hﬂnf%(x)dx =0

n+1 n+2

. 1 .
limy,, 100 fo faG)dx = limy 4o ( =

Ainsi la convergence simple ne conserve pas les propriétés des fonctions : continuité, intégrabilité et
dérivabilité comme le montre les exemples ci-dessus. Ceci justifie la définition d’'une nouvelle forme
de convergence, plus difficile a vérifier, mais valide pour les passages a la limite.

2. Convergence uniforme d’une suite de fonctions :
Définition : soit (f;,),, la suite de fonctions de I dansRR, et f: I — R sa limite simple. On dit que
(fu)n converge uniformément vers f surl, et on notef,, = f, si et seulement si

Ve>0,aneNtelquen=>n=Vxel; |f,(x) - f(x)| <¢
i.e. Ve > 0,3dn € Ntel quen = n = supye|fu(x) = f(X)]| <¢€
OuencoreVe >0,In e Ntelquen=>n= ||f, — fll <e¢
Ce qui signifielim,_, o |lfn — fIl = 0.
Remarque :

e Dans la convergence simple, 1 dépend de x, mais dans la convergence uniforme n ne dépend
pas de x.

e La convergence uniforme de la suite de fonctions (f;,), vers f signifie qu’a partir d’un certain
rang, la distance entre les fonctions f;, et la fonction f tendra vers 0. Ou bien les graphes des
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fonctions f,, s'inserent dans une bande de largeur 2¢ autour du graphe de f (2¢ est I'écart
maximal autorisé pour la distance entref, (x) et f(x)).

Exemples :

% Pour tout entiern > 1, soit

fai Ry—=R
x - xe ™
La suite de fonctions (f;,),, converge simplement, surR, , vers la fonction nulle.
- ) 1 1
vn=1,Vx >0, f,(x) = (1 —nx)e™, d'ol supysolfu(x) — f()| = fp (5) =—. Et

donclim,_,ollfn — fll = limn_,_m% = 0, ce qui signifieque f,, 3 f = 0,sur R, .

%+ Pour tout entier n, soit
fu: [0,1] - R
x P x™"(1—x)

La suite de fonctions (f;,),, converge simplement, sur[0,1], vers la fonction nulle. Les fonctions
fax) = (n— nx — 2)x™,Vx € [0,1] donc supyepo,lfu) — F@)| = f, (=)

n+1

n
Vn = 0,0 < supyeo 1)l fn(@) — f(X)| <1 - —r

Forcément lim,_, .o ||fn, — fl| = 0.

®

¢+ La suite de fonctions (f;,),, telles que
fo: [01] >R
x - x"

Converge simplement vers la fonction

1six=1

fG) ={Osixe [0,1]

DoNc fu() = FCON = {yn 51y e [o.1 = SWPretonlfal) = FGOI = 1 0

Ce qui prouve que la suite ne converge pas uniformément vers la fonction nulle.
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¢+ La suite de fonctions (f;,),, telles que
fu: R-R
sin(nx)
X —
n

Converge simplement vers la fonction nulle sur I’'ensemble des réels. En plus, on a

sin

Vx € R,

1 1 .
09 <2 = 0 < supyenlfu () — FOOI < 3 = limpollfy = fIl = 0= f, = fsurR

3. Propriétés de la convergence uniforme :
Proposition 01 : soit (f;,),, la suite de fonctions de I dansR, et:] - R.

Si (f)n converge uniformément vers f, alors elle converge simplement vers f :

La convergence uniforme entraine la convergence simple \

Proposition 02 : La somme de deux suites de fonctions uniformément convergentes est une suite
de fonctions uniformément convergente.

Théoréme de continuité : Soit la suite (f;,),, des fonctions continues surl,
Si fn 3 fsur [ alors f est continue surl.

Théoreme d’intégration : Soit (f;,),, une suite des fonctions continues surl, convergeant
uniformément vers la fonction f sur I, alors :

pour tout compact|a,b] € I, f; fx)dx = f; limy,_ 400 fr () dx = lim,,_, 4 o f; fn()dx.

Théoréme de dérivation : Soit (f;,),, une suite des fonctions continument dérivables sur I = [a, b],
vérifiant les conditions :

» 3x, € [a, b] tel que la suite (f;,,(x()), converge.
» La suite des dérivées (f,,"),, est uniformément convergente, surl, vers une fonction g.

Alors : La suite de fonctions (f;,),, converge uniformément, surl, vers une fonction dérivable f
telleque f' = g.

II. Séries de fonctions:

Définition : Soit (f;,),, une suite des fonctions telles que Vn > 0, f,,: I = R. On appelle série de
fonctions de terme général f,,, notée ). ,,5¢ fn, 12 suite de fonctions des sommes partielles (S,),, ou
pour tout entiernon a S, = Yr—, fr ou encore S,(x) = Yo fr(x); Vx € I.

La série de fonctions Y, f, est la série numérique Y5 fn (x) pour tout x € I.

1. Convergence simple d’une série de fonctions :
Définition : Soit la série de fonctions Y. ,,5¢ f» telle que Vn > 0, f;,: 1 = R.

» Sipourtoutx € D C I, la série numérique Y.,5¢ fn () converge, on dit que la série de
fonctions Y.,,50 fn converge simplement sur D.
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= D est dit le domaine de convergence de la série de fonctions Y., fr-

" Si Y0 fn converge surl, on définit la fonction f: I — R par

HOEDWAORZY
n=0

f est la somme de la série de fonctions Y.,,50 fn-

= On définit le reste de la série de fonctions Y,,5¢ f, noté (R,,), par
+00

R,(x) = fi(x),vx el

Exemples :

% Soit Yo fn tellequeVn > 0, f,(x) = x™ R - R.

n 1_xk+1
Sn(x):zxk: ﬁswc;tl
k=0 n+Dsix=1

Donc Y50 X™ est une série géométrique qui converge si et seulement si|x| < 1. D’ou
. . . 1
Yns0 X™ converge simplement sur I'intervalle] —1,1[, vers la fonction S(x) = pp

+ Soit la série de fonctions ), ,,5¢ f OU

fu: R-R
vn =0, x™
X —
n!
far1()| _ x| , . xm
Ona oo | =1 — 0,vx € R. Donc la série anogconverge absolument pour tout
n n—-+oo !

réel x, d’apres le critere de D’Alembert de convergence absolue.
¢ La série de fonctions Y, ,,5¢ f, OU

fu: R-R
vn > 1, (="
P ————
Vx? + n?
La série Yo~ =2 est rie alterné t tout réel la suite (———) est
a serie nzlmes une serie alternee convergente pour tout reel x, car la suite Npeaeyi nes

positive décroissante vers 0 quand n tend vers l'infinie.

Remarque : Etudier la convergence simple d’une série de fonctions revient a fixer x € I, et étudier la
série numérique Y. ,50 fn (X).

2. Convergence uniforme d'une série de fonctions :
Définition : Soit |a série de fonctions }.,,5¢ f;, telle quevn = 0, f,,: 1 - R.

On dit que Y. ,,5¢ fn converge uniformément vers une fonction f sur [ si et seulement si la suite de
fonctions (S,,),, converge uniformément vers f surl.

i.e.ssiS, 3 fsurl
i.e. ssilimy, 4 o0 (SUPxe/|Sn(x) — f(X)]) =0

i.e. ssilim,_, o (Supyer|Rn(x)]) = 0 ou encore R,, 3 Osur [
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D’ou : une série de fonctions converge uniformément sur I si et seulement si son reste converge
uniformément vers 0 surl.

Exemples :
i RT->R
% Soit la série de fonctions },,,51 f,, telle que Vn > 1, (=)™
X - —
x+n

(" o . . .
Z > est une série alternée convergente pour toute valeur positive x, car la suite
nzl x+n

1 . , . - .
(m) est positive décroissante vers 0. Donc cette série des fonctions converge
nz1

simplement surR™.
Pour montrer qu’elle converge uniformément surR*, il faut et il suffit de montrer que son
reste converge uniformément vers O :

_1\n
Comme Znﬂ% est une série alternée convergente, alors
+00
mal=| > S <l
x)| = < x)| =
. —| < furr®
k=n+1
1

ol 1 ES
Dot Vx 2 0, [Rp(0)| S — = 0 < supy»ol Ry (X)| < —

Ce qui prouve que lim,,_, ; o (SUP,so|R, (X)) = 0i.e R, = 0 sur R*.

x+n+1

Proposition 01 : Si |a série de fonctions }.,,»1 f,, converge uniformément surl, alors la suite de
fonctions (f;,),, converge uniformément vers la fonction nulle sur I.

Z fn converge uniformément sur! = (f,, 3 0 surl)

nz1

Remarque: La convergence uniforme de la suite (f;,),,vers la fonction nulle est une condition
nécessaire non suffisante pour la convergence uniforme de la série de fonctions ).,,>1 f,. Donc si
(f)nne converge pas unif ormément vers 0 sur I alors la série Y, ,>1 f, ne converge pas

uniformément sur/ .

. - . fn: R* - R
Exemple : Considérons la série de fonctions }.,,51 f;, telle que Vn > 1, —

x - nx2e~¥Vn

La série Y51 nx2e™Vm est 3 termes positifs pour toute valeur réelle de x, on applique le critére de
Riemann :

limy, 40 12 f,(X) = lim,,_, 4o n% nx2e ¥V = 0, vx > 0.
Donc la série de fonctions Y. ;51 nxZe~xn converge simplement sur R*.

Vérifions que cette série de fonctions ne converge pas uniformément sur Rt ; pour cela on montre
que la suite de fonctions (f;,),, ne converge pas uniformément vers la fonction nulle :

Onalim,_ e fn(x) =lim, 0 nx2e " = 0,vx > 0, ce qui signifie que la suite (f;,),, converge

simplement vers la fonction nulle sur R*. Les fonctions f, (x) = nx(Z — x\/ﬁ)e_x‘/ﬁ, vx >0 ,donc
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2 4 \ . ’ .
Super* | (O = fa (\/_ﬁ) == 0. D’ol ne converge pas uniformément vers la fonction nulle, et

par conséquence la série de fonctions }.,,>1 f,, he converge pas uniformément sur I’'ensemble des
réels positifs.

Proposition 02 :

= Sila série de fonctions }.,,50 f,, converge uniformément vers f surl, alors elle converge
simplement vers f surl.

= Siles séries de fonctions Y. ,,50 fn €t Xns0 gn CONvergent uniformément vers les fonctions
f et g surl, alors pour toute valeur réellea, la série ), ,,50(fn, + @gy) converge uniformément
vers (f + ag) surl.

Théoréme d’Abel de convergence uniforme : La série ;50 f (x) g, (x) converge uniformément
surl, si

o AIM>0tqvVn=0,|Xk0fr()| <M, Vx €l
e La suite de fonctions (g, (x)), positive, décroissante et g, = 0 sur .

3. La convergence normale d'une série de fonctions :
Définition : Soit la série de fonctions }.,,5¢ f, définie sur un domaine D (i.e. la série converge
simplement sur D). S’il existe une série numérique positive convergente ).,5o a,, vérifiant :
Vx €D, |f,(0)| < a,

Alors on dit que la série de fonctions Y,,5¢ f,, converge normalement sur D.

Autrement dit, la série converge normalement sur D si :
da, =0,vn = 0,vx € D, |f,,(x)| < a, etz a, converge
nz0

i.e.da, =0,Vn = 0, supyeplfn(x)| < a, et Yuso an converge
i.e. Ynsollfnll converge.

Exemple :

. s . . cosnx
«»+ Soit la série de fonctions 2"217’ x €R
cosnx

OnaVvVx e R,

1 L. 1 (. .
2 < s et la série an1§ est une série de Riemann convergente. Donc la
cosnx

;. osn
série Ys1 —.z_converge normalement sur R.

¢+ Soit la série de fonctions Y.,,5¢ ne V1 x € [1, +ool.
Onaf,(x) = ne=*Vn et fn'(x) = —nvne V" < 0,vx € [1, +.
Donc Supyept,+ooflfn (X)| = (1) = ne~Vn et la série 3,50 ne V" converge d’aprés le

critére de Riemann, car lim,,_, , o, n2ne~V" = 0. D’ou la série de fonctions). ;0 ne~xvn
converge normalement sur [1, +oo[.
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Remarques :
» La convergence normale entraine la convergence absolue, en effet :

La série converge normalement sur D si :
a, =20,vyn=>0,Vx €D, |f,(x)| < a, etz a, converge
nz0
Donc, et d’apres le critére de comparaison, la série Y. ,,50|f ()| converge ce qui signifie que la série
Yns0 fn(x) converge absolument sur D.

» La convergence normale entraine la convergence uniforme, en effet :

La série converge normalement sur D si :

n=20,Yn=>0,vx €D, |f,(x)| < a, etz a, converge
n=0
Ce quiimplique |X5 2, 11 fn()] < XES,41 an, comme Y50 a, converge son reste tendra
vers 0 (indépendamment de x), d’ou

+00
0 < lim (supyepl|Rp(x¥)]) < lim Z a, =0
n—+oco n—-+oo
k=n+1

i.e. R, 3 0 sur D= Y,,5( fn converge uniformément sur D.

La convergence normale = La convergence uniforme

U U
La convergence absolue =  La convergence simple

Exemples :

(—1)

¢+ On a déja démontré que la série de fonctions Zn>1

=
x+n
converge pas absolument surIR+

( 1) 1 (—1)”
==et Zn>1 diverge, doncla ser|e2n>1 ne converge pas

converge uniformément SUF]R+
1 1"
) ne

= m~; Vx = 0, comme la série Zn>1 dlverge doncla ser|e2n>1(

mais

D’autre part, Supyso

normalement surR* .

Ainsi la série de fonctions Zn>1( i — converge uniformément, mais pas normalement, ni

absolument surR™.

n
+» Soit la série de fonctions an1ﬁ avec x € ]0,1].
="

x2n2+n

_ 1
x2n2+n

Ona

1
< = vx €]0,1]

1 —-1)"
Or Zn>1 > converge (série de Riemann), donc la série 2n>1% converge absolument

sur]O,l].
="

~—— est une série alternée convergente sur]0,1],
x<n4+n

Etudions sa convergence uniforme : ).,

alors son reste est majoré par
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. = Vx €10,1], |Ry(%)| < —

Vx € ]011]1 |Rn(X)| < fn+1(x) = x2(n+1)2+n+1 n+1

1
D’ott 0 < supyejoq]|Rn(¥)| < ——

i.e. R, 3 0sur]0,1], la série est donc uniformément convergente sur]0,1].

Mais: supjo 1] =, ce qui signifie que la série ne converge pas normalement, bien

x2n2+n
gu’elle est absolument et uniformément convergente.

Récapitulatif des différentes techniques pour démontrer la convergence uniforme :

v" Déterminer le domaine de convergence simple, puis montrer que la suite de fonctions des
restes (R,,),, converge uniformément vers la fonction nulle sur ce domaine.
v" Montrer la convergence normale, en

{trouvant a, > 0 tel que |fn(x)| < a,, pour tout x et Z a, converge
n=0

t ou bien, en calculant sup,ep|f(x)| = b, et Z b, converge
n=0
v" Appliquer le théoréme d’Abel de convergence uniforme.

4. Théoreme généraux sur les séries de fonctions :
Théoréme de continuité : Si }.,,5( f,, est une série de fonctions continues surl, convergeant

uniformément surl, alors sa somme est une fonction continue surl .

i.e.Vxg € I; hmx—>x0 Zn ofa(x) = Z hmx—>x0 fa(x) = Zn 0 fn(%0)

1

. . . 1 . .
Exemple : Soit |a série de fonctions). ;>4 —52 Pour tout entiern > 1, les fonctions f;,,(x) = poryo

sont continues sur I’ensemble des réels.

1

vVx € R, X)| ===
Gl = o3 < =

1
Comme Zn>1 est une série convergente, alors Y ,s1 5—— ~7.,z converge normalement et donc

unlformement surlR.

400

D’aprés le théoreme de continuité, la fonction f(x) = ;2 iz ost continue sur R, donc

1

limy o f(X) = X325 limy o 2 n? 0

Théoréme d’intégration : Soit Y,,5, f, une série de fonctions continues surl, convergeant
uniformément surl, alors

pour tout compact[a,b] € I, f YES fn()dx = 3% f fn(x)dx

Exemple : Soit la série de fonctions Y50 x™ avec [x| <r <1

Onalx|™ < r" Vx € [—r,r],avec r < 1. Ceci signifie que la série )., x™ converge normalement
donc uniformément sur[—7,7] .

Analyse 3/A-U:2014-2015/F.Sehouli Page 9



En plus, les fonctions f,,(x) = x™ sont continues sur[—7, 7], d’ol et d’aprés le théoréme
d’intégration, on a

x &% Yo x
Vx € [-r,7],0 < r<1,f Zt” dt=2f t" dt
0 n=0 n=0 0

+oo xn+1

n+1
Donc [’ 1% = Th% oy = —In(1 =) = 5% T

0 1¢ n=0 11 ,Vx € [-rr],0<r<i1

Théoréme de dérivation : Soit ;5 f,,(X) une série de fonctions continument dérivables sur[a, b]
Si:

e 3xo € [a,b] tq Xnxo fr(xo) converge; et
e Y.s0/fn(x) converge uniformément sur[a, b]et a pour somme la fonction g
Alors la série Y. ,,50 fn () converge uniformément sur [a,b], et sa somme f est

dérivable avec f' = g ie (Xnz0 /(X)) = Xnzo fn ().

Exemple : Soit la série de fonctions).,»; ne ™™, x € [1, +oo[.

Vx> 1,ne ™ <ne et E ne™™ converge car lim n’ne ™ =0
n-+oo
nx1

DoncY.,,=1 ne ™ converge normalement sur[1, +oo[. D’autre part, les fonctions f,,(x) = e ™™ sont
continument dérivables sur[1, +oo[ et la série de fonctions },,5; € 7™ converge d’aprés le critére de
Riemann (lim,,_, ., n2 e *" = 0). D’ou

+00 !

+o0 +00
e ger=(3 )
n=1 n=1 n=1

Il
/-~
U
| | ®
|
fbl =
=
N————

e—x

+0o0 -nx —
Alors Zn:l ne = m
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