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EXAMEN FINAL

Module : Vibrations et Ondes mécanique
Durée : 2 Heures.
NB:
e Le sujet d’examen contient deux problémes sur 10pts.
e Chaque probléme doit étre traité sur des feuilles d’examens séparées

Probléme 1 :« 10pts »

Partie A: Dans tout le probleme on considére une corde homogéne vibrant
transversalement dans le planOxy. L[’équation du mouvement est de la forme
y=f(xt), Soient T et p la tension et la masse linéique de la corde a 1’équilibre,
respectivement. On définit k le nombre d’onde de cette onde.

On appelle y(x,t) le déplacement transversale d'un morceau de la corde situé en x a
l'instant t. On donne 1’équation de propagation de I’onde de d’ Alembert sous la forme:

o’y _u9’y
ox> T ot®

» En déduire la vitesse de propagation des ondes « Célérité » c.
On applique un ébranlement de type sinusoidal.
= Déterminer les solutions de 1’équation de propagation en utilisant la

méthode de séparation des variables.
Maintenant la corde de longueur L fixée par les deux extrémités est lachée sans vitesse

initiale.
= Déterminer la forme de la solution générale.
=  Montrer que les fréquences de vibration de la corde sont des multiples

entiers d’une fréquence fondamentale f;.

La corde est excitée par un vibreur du mouvement y(t,x =0)=acosat 3 |’extrémité
x=0.

Equipe Pédagogique :
Vibrations et Ondes Mécaniques Pagel




En utilisant les nouvelles conditions aux limites, montrer que la solution

a .
finale s’écrit comme suit; Y(t, x) = —————cos(at) sin(kL — kx)
sin(kL)

Que se passe-t-il lorsque nmc ?
0=, =

n n L
Comment se nomme ce phénomene ?

Partie B : On considere maintenant deux cordes, de méme tension linéique Tet de
masses linéiques ; et i, et attachées a la jonction « O » en x=0 pour former une
longue corde tendue horizontalement suivant 1’axeOx. Une onde incidente
sinusoidale transversale de faible amplitude A; et venant de la gauche (région x<0) de
la forme: y; (x,t) = A; cos(axt —k,x) ,
A la jonction O il y a une onde réfléchie dans la région x<Oet une onde transmise vers
la région x>0. On définit k; et k. respectivement comme étant les vecteurs d’ondes
dans les régions x<0 et x>0 :

= Exprimer les deux équations de continuité au niveau de la jonction O qui

. . . k
donnent deux relations reliant les amplitudes A., A , A  au rapport k—l .
2

= En déduire les coefficients de réflexion r = % et de transmission t = % pour

I’amplitude en fonction de k; et ks, puis en fonction de y; et (.. Commenter.

Probléme 2 :« 10pts »

Partie A : Soit une masse m=0.1kg, attachée horizontalement a un ressort de
constante de raideur k =8.1N/m et soumise a une force de frottement de type
visqueux de coefficient de frottement o« =0.8kg/s, se déplacant horizontalement sur
une droite. On applique une force sinusoidale dans le sens du mouvement de la
masse sous la forme suivante : F(t) = cos(7t)

= Ecrire I’équation différentielle de mouvement de la masse.
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= Ecrire ’expression de la solution générale. (Sans préciser les expressions de

I’amplitude et de la phase).
= [a masse oscillera-t-elle a la résonance ? Expliquer.

= Calculer dans ce cas la valeur de I’amplitude de la vitesse du mouvement de la

. fEnlil Sc?tiluire la valeur maximale (dans le temps) de la puissance dissipée.
F(t)
I — e
|—6mmmm— 1]
=
Figure 1

Partie B : Considérons le systeme constitue de deux masses m, et m,, attachées par

deux ressorts de raideur k, et k,, pouvant se déplacer, sans frottement, sur une

droite, (voir la figure 2.)

= Donner les expressions des énergies cinétique et potentielle du systeme.
* En déduire le Lagrangien du systeme
= Ecrire le systtme d’équations différentielles régissant le mouvement des

masses.
= Calculer les pulsations propres du systeme dans le cas ou : m; =m, =0.1kg

Et k, =k, =10 N/m.
= Déterminer dans ce cas les modes propres du mouvement du systeme et écrire

les solutions générales.

;1.'[ .fz'g
|—6mmm— mi HGEEBBU00- 2

I—b— }—b—

| Ta

Figure 2
On applique sur la masse m; une force sinusoidale de la forme :
F(t) = F, cos(Qt)

Ecrire le nouveau systeme d’équations différentielles régissant le mouvement

des masses.
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Pour quelle valeur de pulsation extérieure la masse L, sera immobile dans le
1

régime permanent ? (Utiliser les valeurs : m;, =m, =0.1kg et k, =k, =10N/m).
Ecrire I’expression de I’impédance d’entrée : 7 - F(t)
" © (Y

Donner le schéma électrique analogue au systeme mécanique étudié.

Ft)

—

1 ka

| — p—

Iy Lo

Figure 3

BONNE CHANCE
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CORRECTION DE I’EXAMEN FINAL

Module : Vibrations et Ondes mécanique

PROBLEME 1 : 10 PTS

PARTIE A
1-L’équation de propagation aux dérivées partielles s’écrit :

d’y T o 0’ 0’

AT L

ot*  u ox ot ox
+ la célérité de I’onde est égale :

T
c=_|—

)7’
2-Les solutions de 1’équation de propagation de 1’onde libre :
¢ En utilisant la méthode des séparations des variables
y=A(X)I(t)
«* On obtient :

LA _TO
A T

D’ou la solution s’écrit comme suit :

w . @
A(x) = A cos?x + A, sm?x = y(x0) = AT
T(t)=T, coswt+T,sinwt
= T.a corde est maintenant fixée :

+* les conditions aux limites nous donnent :

y(><=0)=0:> A =0

kM :(Q) =
y(x=L)=0  A(x)=A,sink x " ¢’

La solution s’écrit sous la forme :
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A(x)=A, sink("x

Les longueurs d’ondes associées aux modes propres sont :

2 2L
N
A C L n

La figure ci-dessus, illustre les différents types des modes propres :

y
i
|
I

n=I

L{:,l,;z

Modes propres

+»+ Les conditions initiales nous donnent :
T(t=0)=0 = T,=0 donc T(t)=T, cosm,t
D’ou, la solution finale s’écrit :

yr(x0) =) Asink{"xcosm,tavec A=AT,

n=1

= Les fréquences propres des vibrations de la corde :

0] nrwx T |T
k" =—"=""= @ =nw avec o =—_ |—
c L L\ u

* En régime forcé la solution de 1’équation :
y(x,t) = A(X)T(t) = A, cos(kx + @)[T, cos et + T, sin et ]
En appliquant les nouvelles conditions aux limites :

Y(x=0)=acoswt a=A,T, cos¢ AT =A
= avec
y(x=L)=0 0=T(t)cos(kL + ¢) T,=0
On déduit :
A=—1
cos ¢
cos(kL+¢)=0

D’ou
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a a

A: A:
cos¢ cos ¢
cos(kL + ¢) = cos[(2n2+ 1)7r] kKL+¢=nrx +§
Avec :
Ao @
cos ¢
T
=nmw+——kL
¢ 2

On remplace dans la solution ; et on obtient le résultat suivant :

y(x,t) = A(x)T(t) = Acos(kx + @) coswt = a p cos wx cos(kx +nrw + % —kL)
cos

D’ou:

a
X,t) = ————————cosawtsin(—kx — nz + kL
Y0 sin(KL — nrx) ( )

Alors la solution finale s’écrit comme suit :

a .
y(x,t) = Sin(KL) cosawtsin(k(L — x))

Ona:

pour sin(KL)=0 =sin(KL)=sinnt = KL=nx

Finalement on obtient les pulsations quantifiées :

K(”) :&:ﬂ = o :_nﬂt
c L "L
nzac
Pour 0, = T = y(xt) o

Ce phénomene est appelé la résonance

PARTIE B
= Les deux équations de continuité :

En appliquant les deux équations de continuités :
yi(O)t)-l_ yr(O:t) = YI(O:t)

|:ayi(xxt):| +|:a)/r(xst):| :|:ayt(x:t):|
Bx x=0 aX x=0 aX x=0

On obtient alors :
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= Les coefficients de réflexion et de transmission sont définit :

Apres calcul, On obtient :

Ko kg o H e
Koy + Koo \/Z+\/E

T=—""00  po NI
k01+k02:> \/E+\/Z

+» Commentaires :

H>=Hy = R0y >,
po<p, = R<0 p <,

= T>0

PROBLEME 2 : 10 PTS

o L’équation différentielle du mouvement

mx + ox + kx = F(t)

Application numérique :
0.1x + 0.8x + 8.1x = cos(7t)

Ou encore
X+8.0x+81.0x =10cos(7t)

e La solution générale est la somme d’une solution sans second membre et

une solution particuliere :
X(t) = XSSSM(t) + Xp(t)

e Pour la solution sans second membre, on a :

v" Le facteur d’amortissement

}/:i:%:(‘_s_l
2m .

N
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v’ La pulsation propre :

8-1 71
, o1 9ad. S Donc 7 <@,

Avec la pseudo pulsation :

@, =+/81—16 =8.06rads™

La solution sans second membre s’écrit donc :
Xgson (t) = Ce™ cos(8.06t + 6)

La solution particuliere s’écrit sous la forme
xp(t) = Acos(t + (p)

e La solution générale s’écrit donc :
x(t) = Ce™ cos(8.06t + 8) + Acos(t + ¢)

e La pulsation de résonance du systéeme est donnée par :

W, =\ w; —2y*> =+/81—32 = 7rads™
e Alors que la pulsation de la force extérieure est aussi égale a cette valeur ; donc
effectivement le systéme oscillera a la résonance en déplacement.

e Dans le régime permanent, la solution de 1’équation différentielle s’écrit

sous la forme :
xp(t) = Acos(Qt + go)
e Alors que la vitesse s’écrit :
dx |\t
v(t) = —2—~ (t)
dt
L’amplitude de la vitesse est donnée par

V(Q) = AQ = Fo<2 1
Kk \/(Q2 —co§)2 + 427

= —AQsin(Qt + (p)

Avec
F,=1N O = 7rad.s '>®, =9rad.s";k =8.1N.m'€el y=4s™

e Ce qui donne

V(7) = e 1 =0.013m.s™

172 —92) + 4427

e La puissance instantanée de dissipation pour une pulsation extérieure

<. 2 st donnée par :

P,(t) = ax’(t) = V() cos?(Qt + ¢)
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. , ( r) , v ()
e La valeur maximale est égale a car
2
cos? (€2t + @) 3 ype valeur maximale de 1

Donc la valeur maximale que peut prendre cette grandeur dans le temps est égale a :
P,(t) =0.8(0.013)° = 0.00013Joule.s™

e [’énergie cinétique du systeme s’écrit :
T = %mlkf + % m,x;
e [’énergie potentielle s’écrit :
U :%klxlz +%k2(xz _X1)2

e Le Lagrangien du systeme s’écrit :

1 . 1 . 1 1 2
L :Em1X12 "'Emzxz2 _Ek1x12 _Ekz(xz _Xl)

e Les équations différentielles de mouvement s’écrivent :

d (oL oL .

——|-—=0 = mx, +lk +k |x —kx, =0
dt| dx, | dx, o (1 2)1 i
d|( oL oL .

—| = |-=—=0 = m,x, +k,x, —k,x, =0
di ax2 aX2 242 2% T My

e Dans un mode de vibration les deux masses oscillent a la méme pulsation

avec des amplitudes et phases différente, on se propose les solutions

suivantes (en notation complexes)
{zl(t) = A1€jax
')\<12(t) = Azejax
Avec
A =Ae"et A, =Ae’”

. En remplagant les solutions suivantes dans le systeme d’équations

différentielles ci-dessus on trouve :
2 ~y ~
— w'm, +(k +k,)|A —k,A, =0
—k,A + |- &*m, +k,|A, =0

e (e systeme d’équations admet une solution non triviale si seulement si son

déterminant est nul:
—w’m, +(k, +k,) ~k,

=0
-k, —o’m, +k,
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e (e qui donne
mm,0* — @*(mk, +m,k, +m,k,) +kk, =0
e Enremplacant par les valeurs numeériques, on trouve :
0.010* —3w* +100 =0

e En faisant le changement de variable
2

Z=m
On se retrouve avec 1’équation
0.01Z* -3Z +100=0

e Le discriminant s’écrit
9-4.0.01.100=5>0

e Les solutions sont données par :

,_3-+5
@ =
0.02
Ce qui donne la premiere pulsation :
W, = 3-+5 = 6.18rad.s™
0.02
Et
, 3+ \/g
, =
0.02
Ce qui donne la seconde pulsation :
w, = > V5 _ 16 18rad.s"
0.02

. 3-.5 i
e Pour le premier mode, on remplace @ = 0.02 dans I’équation

l_ w2m1 +(k1 +k2)]’7\1 _kzgz =0

On trouve le rapport des amplitudes dans le mode 1 :
I V5 1420
A, 0.02
A 10

Les masses oscillent dans ce mode en phase mais avec des amplitudes différentes.

3+ \E ’4 ;
e Pour le second mode, on remplace ) = 0.02 dans I"équation

l_ a)2m1 +(k1 +k2)]’1 _kzgz =0

=1.62

On trouve le rapport des amplitudes dans le mode 2 :

I [3(;0‘5 1+20
A : = —0.62
A’ 10
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Les masses oscillent dans ce mode en opposition de phase avec des amplitudes
différentes.
Les solutions générales s’écrivent donc :
(1) = Ao + Ao

{)?2(t) = Al 4 A%/
Ou encore

0= e + Koo

%(t) =1.62A%™ —0.62A%
En notation réelle, les solutions sont données par :
1) = A coslag + 9]+ 47 coslayt + )
{X2(t) =1.62A cos|jt + ¢! | - 0.62A% cos|mt + ¢

ou les constantes A, , A , @; et @; sont définies par les conditions initiales.

. Les équations différentielles de mouvement s’écrivent :

j (aL] . _F(t) = mlj(lz +(k1+k2)xl—k2x2 =F, COS(Qt)

dt | ox, _8x1_

d( JdL oL o
= - ==0 = m,x; +k,x, —k,x, =0
dt[8k2] ox, are o Emo

Dans le régime permanent, on se propose des solutions sinusoidales (de la

méme forme que le second membre de I’équation différentielle :
gl ( t) = Aejgt
{S?Z(t) = A,e’™
En remplacant ces solutions proposées dans le systeme d’équations
différentielles on obtient

[_ szl + (k1 + kz)]zl - kz‘zz = F,
— kA +|-Q%m, +k,]A, =0
Ce qui donne
F, - k2
0 —Q°m, +k, B F,(— Q°n
mm,Q* — Q2 (mk, + m,k, + m,k,) + kk, mm,Q*—Q?(mk, +

Ce résultat montre que la masse m, restera immobile pour une valeur de
pulsation extérieure égale a
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. L’impédance d’entrée s’obtient de la maniére suivante :

m1jé1 +(k1 + kZ)Xl —k,x, = F(t)
m,x, +k,x, —k,x, =0

Pour une solution sinusoidale (en notation complexe), on a

X,

x, = jQAx,, X, = G x, = j€2x, et

- )-(2

X2 F<

L’équation ci dessus devient
m, jQAx, + |k, + k 1 —2_ = FI(t
1] 1 ( 1 2) jQ 2 jQ ( )
; x
m, jQAx, + k 2 _k,—— =0
>J 2 2 i 2 o

Ou encore

2 k Xl
[mzjﬂ—éjjg

En remplacant la deuxiéme équation dans la premiére on trouve :

g2 — L (1, v Kx,) |+ K2 a <, = F(t)
< < e Ko
=7 <

L’impédance d’entrée est donnée par :

[mQ — (K, +k)j—|— Ko

Q2

Kk,

Le systeme électrique analogue s’obtient en remplacgant les grandeurs
physiques du systeme mécanique par leurs analogues électriques :
mX, +(k1 + kz)x1 —kyx, = F(t)
m,X, + k,x, —k,x, =0

Ce qui devient :
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. 1 1 1
Lq, +[_+_}1 - = U(t)

¢ G G,
. 1 1
L,q, +C_2q2 _C_qu =0

Le schéma électrique correspondant est donne par :

@ p—
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