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Devoir Surveillé Du Premier Semestre
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Exercice 1 (5pts). Soit le domaine D délimité par les deux arcs

.A1/ W x2 C y2 � 2y D 0; y � 1; .A2/ W x2 C y2 C 2y D 0; y � �1

et les deux segments

.S1/ W x D �1; �1 � y � C1; .S2/ W x D C1; �1 � y � C1

1. Représentation du domaine D dans le plan .XOY /  � 01pt

Fig 0.1 Représentation du domaine D.

2. Changement de l’ordre d’intégration :  � 01pt

1



M.HOUBAD /m.houbad@gmail.com

Fig 0.2 Représentation
du domaine d’intégration

dans le plan .XOY /.

Fig 0.3 Représentation du domaine d’intégration
dans le plan .XOY /.
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3. Détermination � et f :  � 0.5pt (Pour �) + 0.5pt (Pour f)
Pour que

Aire.D/ D �
Z C1
0

Z 1C
p
1�x2

0

f .x; y/dydx;

vu la formule du calcule de l’aire d’un domaine de R2 est exprimer par

Aire.D/ D
“
D

dxdy

et vu la symétrie du domaine D par rapport à l’origine, alors il suffit de prendre

� D 4; f .x; y/ D 1:

4. Calcule l’aire de D.  � 01pt (Méthode) + 01pt (Valeur)
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Exercice 2 (5pts). Soit le domaine D l’ensemble définit par

D D
�
.x; y/ 2 R2 W y > 0; 1 � x2 C y2 � 4;

1

2
y � x C 1 � y

�
:
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1. Soient Φ 2 C1.R2IR2/ et  2 C1.R2IR/ définies

Φ.x; y/ D

�
y

x C 1
; x2 C y2

�
;  .x; y/ D x2 C y2 C x

(a) Représentation dans le même plan .XOY / le domaine .D/ et la courbe .C/ d’équation  � 0.5pt+0.5pt

 .x; y/ D 0

Fig 0.4 Représentation du .D/ et de la courbe .C/.

(b) On en déduit que
8.x; y/ 2 D W  .x; y/ ¤ 0:

Vu que
D \ C D ;  � 0.5pt

donc
8.x; y/ 2 D W  .x; y/ ¤ 0:  � 0.25pt

(c) On note par jJΦj la valeur absolute du déterminant de la matrice jacobienne de Φ, on pose

Φ.x; y/ D .Φ1.x; y/;Φ2.x; y// D .u; v/; Φ1.x; y/ D u D
y

x C 1
; Φ2.x; y/ D v D x

2
C y2;

ce qui donne que

jJΦj D

ˇ̌̌̌
det

�
@xΦ1.x; y/ @yΦ1.x; y/
@xΦ2.x; y/ @yΦ2.x; y/

�ˇ̌̌̌
 � 0.25pt

D

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌det

0BB@ �
y

.x C 1/2
1

x C 1

2x 2y

1CCA
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌  � 0.25pt

D 2

ˇ̌
x2 C y2 C x

ˇ̌
.1C x/2

D 2
j .x; y/j

.1C x/2
:  � 0.25pt
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(d) On en déduire que Φ est un changement de variable entre le domaine D et un domaine ∆ à déterminer.
— Φ est un changement de variable : Vu que

jJΦj D 2
j .x; y/j

.1C x/2
;

et que
8.x; y/ 2 D W  .x; y/ ¤ 0;  � 0.25pt

et que
6 9y 2 R W .�1; y/ 2 D;  � 0.25pt

alors Φ est de classe C 1 sur D et  � 0.25pt

8.x; y/ 2 D W JΦ.x; y/ ¤ 0;

donc Φ est un changement de variable entre D est un certain domaine ∆.  � 0.25pt
— Détermination de ∆ : Vu que

8.x; y/ 2 D W y > 0; 1 � x2 C y2 � 4;
1

2
y � x C 1 � y;

donc

8.x; y/ 2 D W 1 � x2 C y2 � 4;
1

2
�
x C 1

y
� 1;

autrement
8.x; y/ 2 D W 1 � x2 C y2 � 4; 1 �

y

x C 1
� 2;

alors
8.x; y/ 2 D W 1 � Φ2.x; y/ � 4; 1 � Φ1.x; y/ � 2;

finalement
1 � v � 4; 1 � u � 2;

en conclusion

∆ D
˚
.u; v/ 2 R2 W 1 � u � 2; 1 � v � 4

	
:  � 0.5pt

2. Détermination de la masse de D sachant que ca répartition surfacique de masse vaut

8.x; y/ 2 D W �.x; y/ D 2

ˇ̌
x2 C y2 C x

ˇ̌
.x C 1/2

:

Vu que

Masse.D/ D
“
D

�.x; y/dxdy D

“
D

2

ˇ̌
x2 C y2 C x

ˇ̌
.x C 1/2

dxdy  � 0.25pt

D

“
D

jJΦ.x; y/j dxdy D

“
∆

dudv D

4Z
1

2Z
1

dudv D 3:  � 0.25pt

3. Détermination du moment d’inertie de D par rapport à l’origine.

IO D

“
D

.x2 C y2/�.x; y/dxdy D

“
D

.x2 C y2/2

ˇ̌
x2 C y2 C x

ˇ̌
.x C 1/2

dxdy  � 0.25pt

D

“
D

.x2 C y2/ jJΦ.x; y/j dxdy D

“
∆

vdudv D

2Z
1

4Z
1

vdvdu D
15

2
:  � 0.25pt

Exercice 3 (5pts). Soit la surface .S/ de R3 définie par

.S/ D
�
.x; y; z/ 2 R3 W z2 D x2 C y2I

1

2
� z �

1
p
2

�
:
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Fig 0.5 Représentation de la vu 3d de
la surface .S/

Fig 0.6 Représentation de la vu haut
surface .S/

On donne la formule qui permit de calculer l’aire de .S/

Aire.S/ D

�
D

s
1C

�
@f

@x

�2
C

�
@f

@y

�2
dxdy

— Détermination de l’expression de f : La fonction f c’est la fonction qui définie la surface .S/, vu que z > 0

donc

z D f .x; y/ D

q
x2 C y2:  � 0.75pt (Explication) + 0.75pt (Expression)

— Détermination du domaine D : Le domaine D c’est la projection de la surface .S/ sur le plan .XOY / ainsi

D D
�
.x; y/ 2 R2 W

1

4
� x2 C y2 �

1

2

�
:  � 0.75pt (Explication) + 0.75pt (Expression)

— Calculer l’aire de .S/ :

Aire.S/ D

�
D

s
1C

�
@f

@x

�2
C

�
@f

@y

�2
dxdy

D

�
D

vuut1C
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2
p
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C

 
2y

2
p
x2 C y2

!2
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D

�
D

p
2 dxdy  � 0.5pt

on utilise les coordonnées polaires

x D r cos �; y D r sin �; dxdy D rdrd�  � 0.5pt

et le fait que

1

4
� x2 C y2 �

1

2
H)

1

2
� r �

1
p
2
; 0 � � � 2�;  � 0.5pt

donc

Aire.S/ D
2�Z
0

1=
p
2Z

1=2

p
2rdrd� D

p
2

4
�:  � 0.5pt

5



M.HOUBAD /m.houbad@gmail.com

Exercice 4 (5pts). Calcule du volume du domaine D � R3 définit par

D D
˚
.x; y; z/ 2 R3 W �1 � z � x2 � y2 � C1; x2 C y2 � 4

	
:

Fig 0.7 Représentation de la vu 3D du domaine D.

.x; y; z/ 2 D H) �1 � z � x2 � y2 � C1; x2 C y2 � 4

H) �1C x2 C y2 � z � C1C x2 C y2; x2 C y2 � 4  � 0.5pt

On passe au cordonnées cylindrique on a

x D r cos �; y D r sin �; z D z;  � 0.5pt

donc

�1C r2 � z � C1C r2; 0 � r � 2; 0 � � � 2�; dxdydz D rdrdzd�;  � 0.5pt X 4

ce qui permit d’avoir

Volume.D/ D
“
D

dxdydz  � 0.5pt

D

Z 2�

0

Z 2

0
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�1Cr2

rdzdrd�  � 0.5pt
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Z 2�

0

4d�

D 8�:  � 1pt
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